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近公式并得到两个推论.同时得到当 ( ), , ( )n qC f x f x= 时的充要条件是 f(x)是线
性的. 
第三章主要引入一类 Kantorovich 型 q-Meyer-Konig 和 Zeller 型算子 ¶ ,n qM ，
给出其常数矩量、一阶矩量以及二阶矩量的表示式，作为应用，建立当
11 1nqn
− ≤ < 时相应的逼近正定理并应用 Bohman-Korovkin 定理得到该算子的一
致收敛性，同时我们还利用各种光滑模，结合分析技术，讨论了
q-MKZ-Kantorovich 算子 ¶ , nn qM 对连续函数、一阶连续可微函数等各种函数类的
逼近. 
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Abstract 
In this paper we study the rate of approximation of q-Chlodowsky operators and 
Kantorovich type q-MKZ operators. This article consists of three chapters, which is 
organized as follows: 
The first chapter reviews the development of operator approximation theory and 
research topics by this progress, and outlined the main contents of this article. 
The second chapter discusses the q-Chlodowsky operator approximation 
properties of various functions. In this chapter, by means of kinds of smooth modules 
and combined with analysis, we investigate the rate of convergence of q-Chlodowsky 
operators for continuous functions, continuous differentiable function and twice 
continuous differentiable function.Vonorovskaya asymptotic formula and 
corresponding inferences are obtained. And we get ( ), , ( )n qC f x f x=  if and only 
( )f x  is linear. 
In the third chapter, a class of new Kantorovich of q-Meyer-Konig and Zeller type 
operators  and the expression for the constant moment,the first moment and the 
second moment are studied. As application,when, the direct approximation theorem is 
obtained.Application of Bohman-Korovkin theorem,the uniform  convergence of 
operators is obtained.  Simultaneously, by means of kinds of smooth modulesand 
combined with analysis,we investigate the rate of convergence of  
q-MKZ-Kantorovich operators ¶ , nn qM  for continuous functions, continuous 
differentiable functions. 
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Abstract in Chinese ················································································· I 
Abstract in English ··············································································· II 
Chapter 1 Introduction ··········································································· 1 
Chapter 2 Approximation properties of q-Chlodowsky Operators··· 3 
          2.1 Basic Definition and Symbol ··························································· 3 
          2.2 Auxiliary Results ·············································································· 5 
          2.3 Main Theorems and Proof ······························································ 8 
Chapter 3 Approximation properties of q-MKZ-Kantorovich Opera- 
tors ························································································· 12 
          3.1 Basic Definition and Symbol ························································· 12 
          3.2 Auxiliary Results ············································································ 12 
          3.3 Main Results and Proof ································································· 13 
References ······························································································· 23 

















关于 q-Chlodowsky 算子和 q-MKZ-Kantorovich 算子逼近性质的研究 
 1






在 1912 年，Bernstein［13］提出了 Bernstein 多项式来逼近区间[ ]0,1 上的连
续函数 Bernstein 多项式在逼近论中起着重要的作用.关于它的种种应用和各种
变形，人们已经做了大量的研究［5、13］.特别地，近些年来，随着 q微积分的
发展，出现了很多基于 q 整数的算子的各种推广.在 1987 年，A.Lupas 首先提
出了 q-模拟 Bernstein 算子，并研究了该算子的收敛和形状保持性质.但是， q-
模拟 Bernstein 算子是有理函数而不是多项式.在 1997 年，Phillips［18］提出了
基于 q 整数的 q-Bernstein 多项式.当 q=1 时， q-Bernstein 多项式就是经典的
Bernstein 多项式；当 q≠ 1 时，我们得到具有许多不同性质的新的多项式。许多
学者对 q-Bernstein 多项式及其变形已经做了深入的研究，得到许多漂亮的结果
［14、18、19、22、23、27］，其中 Phillips［18］和 V.S.Videnskii［22］都是利用连
续模来研究 q-Bernstein 算子对连续函数逼近度. 
在 2008 年，Harun Karsli 和 Vijay Gupta［12］提出了基于 q 整数的
q-Chlodowsky 多项式.当 q=1 时， q-Chlodowsky 多项式就是经典的 Chlodowsky
多项式；当 q≠ 1 时，我们得到具有许多不同性质的新的多项式.Harun Karsli 和
Vijay Gupta 对 q-Chlodowsky 多项式已经做了深入的研究［12］，得到
q-Chlodowsky 的一些逼近性质.Harun Karsli 和 Ertan Ibikli 运用概率论工具研究
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单调性、收敛速度等方面的性质。相应地，当 q=1 时，q-MKZ 多项式就是经典
的 MKZ 多项式[1].许多学者对 MKZ 算子及其各种变形进行了深入的研究并且得
到许多漂亮的结果[1、8、9、10].当 1q ≠ 时，许多学者对 q-MKZ 多项式做了深入
的研究，得到许多漂亮的结果［6、24］. 
在本文中我们进一步研究了 q-Chlodowsky 算子列和 Kantorovich 型的
q-MKZ 算子列的逼近性质.我们首先讨论了 q-Chlodowsky 算子对各种函数的逼
近性质.主要利用各种光滑模，结合分析技术，分别讨论了 q-Chlodowsky 算子
对连续函数、一次连续可微函数和二次连续可微函数等各种函数类的逼近并建
立Vonorovskaya渐近公式并得到两个推论.同时得到 ( ), , ( )n qC f x f x= 的充要条
件是 ( )f x 是线性的，这些结果丰富了 q-Chlodowsky 算子的内容，本章结果拓
展了 Harun Karsli 和 Vijay Gupta［12］的研究工作，使之适用于更广泛的函数
类，而且给出了一个漂亮的估计. 
其次我们引入一类Kantorovich型的q-Meyer-Konig和Zeller型算子 ¶ , nn qM
并给出其常数矩量、一阶矩量以及二阶矩量的表示式，作为应用，建立当
11 1nqn
− ≤ < .时相应的逼近正定理并应用 Bohman-Korovkin 定理得到该算子的
一致收敛性，同时我们还利用各种光滑模，结合分析技术，讨论了
q-MKZ-Kantorovich 算子列 ¶ , nn qM 对连续函数、一阶连续可微函数等各种函数类
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第二章  q-Chlodowsky 算子的逼近性质 
2.1 基本定义及记号 
近些年来，随着 q 微积分[4]的发展，出现了很多基于 q 整数的算子的各种
推广.基于 q整数的 q-Chlodowsky 多项式就是由 Harun Karsli 和 Vijay Gupta 在
2008 年提出来的［12］.本章研究 q-Chlodowsky 多项式的逼近性质。在阐述我
们的主要结果前，我们先做如下的准备. 
定义 1： 设 ( ] [ ] [ ]. ,q k q q∈ 0,1 对于任意一个非负正整数 定义 整数 k 和 阶乘 k！分别
为 





⎧ − − ≠⎪= ⎨
=⎪⎩









定义 2 ：对于整数 n,k,则高斯 q二项系数定义为 
[ ]




k n k k
⎡ ⎤
=⎢ ⎥ −⎣ ⎦
. 
在 2008 年，Harun Karsli 和 Vijay Gupta［12］定义了如下的 q-Chlodowsky 多项
式 ,n qC . 
定义 3：对于任意一个正整数 n,且 [ )0,f C∈ ∞ ，我们定义 




, 1 ,0 0,
k n kn
s
n q n n
k sn




⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤
= − ≤ ≤ ∈ ∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∏ 且  
且 nb n→ ∞ → ∞当 时. 
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⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  ， [ )0 0,nx b f C≤ ≤ ∈ ∞且  
且 nb n→ ∞ → ∞当 时. 
定义 4：对于 [ )0,f C∈ ∞ ， 0,t > 我们定义一阶连续模和二阶连续模分别为 
( ) ( ) ( )
( )
( ] [ ]
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本章我们利用各种光滑模分别估计了 q-Chlodowsky 多项式 ,n qC 对连续函数
[ )0,f C∈ ∞ 、一次连续可微函数和二次连续可微函数的渐近估计的逼近速度.
首先我们采用一阶连续模 ( )1 ,f tω 来对 q-Chlodowsky 多项式 ,n qC 对二次连续可
微函数 [ )0,f C∈ ∞ 的渐近展开进行估计，其次，我们利用范数和一阶连续模来
对连续函数进行估计，最后我们利用 ( )2 2, ,n qC t x x> 证明当 ( ), , ( )n qC f x f x= 时的
充分必要条件. 
本章主要结果如下： 



























− + ⎜ ⎟⎛ ⎞− − ≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
,令 ( )0,x ∈ ∞ 是固定
的. 
令 ( ) [ ]
''
, , ,




n q n q n q
q
x b xD f x C f x C f x
n
−= − . 
我们得到以下定理: 

























+ ⎜ ⎟⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
. 
定理 3：存在一列 nδ 满足0 0nδ< → 使得当 1 1nq≤ ≤ + nδ 时对任意 [ ]0,f C A∈ 有 
, ( , ) ( ) 3 ( , )n
n
n q
f bC f x f x f
n n
ω− ≤ + . 
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2.2 预备结果 
引理 1（见［12］）：对于 ( ), ;sn qC t x  s=0，1，2   有  
( ), 1; 1n qC x =  , ( ), ,n qC t x x= , ( ) [ ]
2 2
,
( ), nn q
x b xC t x x
n
−= + . 
令 ( )( , ) ( ; , )mnm nS x q C t x x q= − 有下面引理： 











( )( , ) (2 )nnn n
x b xS x q b q q x
n
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x b xC t x x x S x q
n
−= + ⋅ +   .                      （1） 
类似求 2, ( , )n qC t x ，我们有 
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[ ]
[ ][ ] [ ] [ ]( )3 3 2 2 2 221 1 2 1 2 1n n nq n n x q b n x qb n x b xn= − − + − + − +   .  （2）           
通过比较（1）和（2）并简单计算，我们得到 
[ ],3 2
( )( , ) (2 )nnn n
x b xS x q b q q x
n
− ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ . 
因此 [ ] [ ]
3 3
, 2
( ) ( )( , ) 3 (2 )nn nn q n
x b x x b xC t x x x b q q x
n n
− − ⎡ ⎤= + ⋅ + − + −⎣ ⎦ . 
类似于 3, ( , )n qC t x ，我们对 4 ( , )nS x q 采用同样方法有 
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x b x x b xC t x x x b q q x S x q
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引理 3（见［12］）：对于任意 [ )0,f C∈ ∞ ,以下不等式成立： 
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( ) ( )
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2.3  定理 1-4 的证明 
定理 1 的证明：由泰勒公式得， 




tff t f x f x t x t x
ξ
= + − + −  





f x f x t x t x r f t x= + − + − +                （3） 
其中 ( )2 , ,r f t x =




tf f x t x
ξ −
− . 
对（3）应用 ( ), ,nn qC f x ，得到 
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f x x b x
C f x f x C r x
n
−
− − ≤  
由于 ( )1 , 0nS x q = ，因而我们只需估计 ( ), 2 ,nn qC r x 即可. 
由 ( ) ( ) ( ) ( )" " " ", ,t tf f x f x f t xξ ω ξ ω− ≤ − ≤ − 得： 
( ), 2 ,nn qC r x ( ) ( )
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由引理 1 和引理 2 可得： 
















n x b x Kx b xbC r x f
b nn n
ω















关于 q-Chlodowsky 算子和 q-MKZ-Kantorovich 算子逼近性质的研究 
 9










⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎜ ⎟≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
. 
定理 1 得证. 
定理 2 的证明： 
( ), , ( )nn qD f x f x−                    
( ) ( ) ( )[ ]
( )
[ ] ( )
"
" "
, ,( , ) ( , )2 2n n
n n
n n
n q n q
q q
f x x b x x b x
C f x f x f x C f x
n n
− −
≤ − − + − . 
 
由引理 3 和定理 1 得， 
 
( ), , ( )nn qD f x f x−  
                    
[ ]
( )











x b xb bK f f
nn n
ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 














+ ⎜ ⎟⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
. 
定理 2 得证. 
推论  1：如果 f [ ](2) 0,C A∈ ，且 1nq →  当 n → ∞ 时 那么有  










在 [ ]0, A 上一致成立. 
推论 2：如果函数 ( ) ( ) [ )2 0,f x C∈ ∞ 且在 ( )0,∞ 上是凸函数，那么有  
, ( , ) ( )n qC f x f x≥ . 
定理 3 的证明：  
( ), ( , ) ,nn q nC f x C f x−  
[ ]
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